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4. ВИКОРИСТАННЯ  ЕКОНОМІКО–МАТЕМАТИЧНИХ  МЕТОДІВ  
ПРИ  РОЗВ’ЯЗУВАННІ  КОНКРЕТНИХ  АНАЛІТИЧНИХ  ЗАДАЧ 

 
 

4.1. Метод кореляційно-регресійного аналізу 
 

Метод кореляційного і регресійного аналізу широко використовується для визначення 
тісноти зв’язку між показниками, що не знаходяться у функціональній залежності. Тіснота 
зв’язку між досліджуваними явищами вимірюється кореляційним відношенням( для 
криволінійної залежності). Для прямолінійної залежності підраховується коефіцієнт кореляції. 

Однією із розповсюджених аналітичних задач, що розв’язуються з використанням 
кореляційно-регресійного методу, є задача на запуск-випуск. Припустимо, що є фактичні дані 
про витрати та випуск промислових виробів (табл. 4.1). 

Таблиця 4.1 
Фактичні дані про витрати-випуск промислових виробів, тис. шт. 

Витрати xi 18 22 13 20 15 14 102=∑
i

ix  

Випуск yi 17,2 20,9 11,6 18,7 14,1 12.9 4,95=∑
i

iy  

 

Треба визначити залежність обсягу випуску виробів  від витрат на їх виробництво, склавши 
відповідне рівняння регресії. 

Значення x  та y  – середні значення факторів: 
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Подальші розрахунки запишемо у таблицю (табл. 4.2). 
Таблиця 4.2 

)( xxi −  2)( yxyx iii −  )( yyi −  2)( yyi −  ))(( yyxx ii −−  
1 1 1,3 1,69 1,3 
5 25 5 25 25 
-4 16 -4,3 18,49 17,2 
3 9 2,8 7,84 8,4 
-2 4 -1,8 3,24 3,6 
-3 9 -3 9 9 

∑ =−
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i xx 64)( 2   ∑ =−
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i

i

Тіснота зв’язку між показниками витрат та випуску вимірюється коефіцієнтом кореляції, 
який підраховується за формулою 
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Підставляючи відповідні значення, отримаємо: 
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75,10
6

5,64))((12 ==−−=σ ∑ yyxx
n iixy ; 
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30,327,3
75,10 ≈=
⋅

=V . 

Припустивши, що форма зв’язку є лінійною (y = a0 + a1x), визначимо залежність випуску 
промислових виробів від витрат на їх виробництво . Для цього розв’яжемо систему нормальних 
рівнянь: 

na0 + a1∑
i

ix  = ∑
i

iy ; 

a0∑
i

ix  + a1∑
i

ix2  = ∑
i

ii yx . 

Величини ∑
i

ix2  та ∑
i

ii yx  представлені в наступній таблиці (табл. 4.3) 

Таблиця 4.3 
2
ix  324 484 169 400 225 196 ∑ =17982

ix  

ii yx  309,6 459,8 150,8 374,0 211,5 180,6 ∑ = 3,1686ii yx  

Значення a0 визначаємо із першого рівняння: 
4,951026 10 =+ aa ; 

3,16861798102 10 =+ aa ; 

10
1

0 179,15,
6
1024,95 aaабоaa −=−= . 

Підставляючи знайдений вираз a0 у друге рівняння, знаходимо значення a1: 
3,16861798)179,15(102 11 =+− aa ; 
3,1686179817348,1621 11 =+− aa ; 

8,16213,168664 1 −=a ; 
01,1;5,6464 11 == aa ; 

17,179,15;01.1179,15 00 −=⋅−= aa ; 
27,10 −=a . 

Отже, рівняння регресії в остаточному вигляді має  вигляд: 
xy 01,127,1ˆ +−= . 

 
4.2. Методи динамічного програмування 

 
Методи динамічного програмування використовуються при розв’язуванні оптимізаційних 

задач, в яких цільова функція або обмеження, або ж перше і друге одночасно характеризуються 
нелінійними залежностями. Ознаками нелінійності є, зокрема, наявність змінних, у яких 
показник степеня відмінний від одиниці, а також наявність змінної у показнику степеня, під 
коренем, під знаком логарифму. 

Прикладів нелінійних залежностей досить багато. Наприклад, економічна ефективність 
виробництва зростає, чи спадає непропорційно зміні масштабів виробництва; величина витрат 
на виробництво партії деталей збільшується через збільшення розмірів партії, але 
непропорційно їм. Відомо, що із збільшенням об’єму продукції, що виробляється, собівартість 
зменшується, але при порушенні ритмічності виробництва вона може й зрости (за рахунок 
оплати понаднормових робіт у кінці звітного періоду). Тут також витрати представляються 
нелінійною функцією від обсягу виробництва та ритмічності. Нелінійним зв’язком 
характеризуються величини зносу виробничого обладнання залежно від часу його роботи та 
інші господарські ситуації. 

Використання методу динамічного програмування в економічному аналізі покажемо на 
простому прикладі. 
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Нехай маємо деякий транспортний засіб вантажопідйомністю W. Потрібно заповнити його 
вантажем, що складається із предметів N різних типів, таким чином, щоб вартість усього 
вантажу була максимальною. 

Для цього введемо відповідні позначення: 
Pi – вага одного предмету і-го типу; 
Vi – вартість одного предмету і-го типу; 
хі – кількість предметів і-го типу, що можна завантажити на транспортний засіб. 
Необхідно добрати вантаж максимальної цінності з урахуванням вантажопідйомності 

транспортного засобу W. 
Формалізуємо дану екстремальну задачу: 

maxϕ(x) = ∑
=

N

i
iiVxmax

1
 – вартість вантажу 

при обмеженнях: 

∑
=

N

i
ii Px

1
 ≤ W; 

хі = 0, 1, ... (тобто, предмети вантажу неподільні). 
Розв’язок задачі розбивається на N етапів, на кожному з яких визначається максимальна ціна 

вантажу, що складається із предметів І-го типу (перший етап), І-го та ІІ-го типів (другий етап) і 
т. д. Для цього скористуємось рекурентним співвідношенням (критерієм оптимальності 
Беллмана): 

fk(W) = max[хk⋅Vk + fk – 1(W – хk⋅Pk)], 

0 ≤ хk ≤ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

kP
W , 

де: 
fk(W) – максимальна вартість вантажу, що складається із предметів k типів; хk⋅Vk – вартість 
завантажених предметів k-го типу; fk – 1(W – хk⋅Pk) – максимальна вартість вантажу, що 

складається із предметів (k – 1) типів із загальною вагою не більше W – хk⋅Pk; ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

kP
W  – ціла 

частина від 
kP

W . 

Вважатимемо, що f0(W) = 0 для довільного W. Послідовно знайшовши значення функцій 
f1(W), f2(W), ..., fN(W), можна отримати повний розв’язок поставленої задачі. 

Нехай: 
P1 = 4; P2 = 3; P3 = 2; P4 = 1 (одиниць вантажу); 
V1 = 28; V2 = 20; V3 = 13; V4 = 6 (грошових одиниць); 
вантажопідйомність транспортного засобу W = 10 (одиниць вантажу). 
Знайдемо значення функцій f1(W), f2(W), f3(W), f4(W) при різних значеннях W (0 ≤ W ≤ 10). 

Таблиця 4.4 

f1(W) = max{28⋅х1 – 0},  0 ≤ х1 ≤ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

4
10 ; х1 = 0, 1, 2. 

W 0 – -3 4 – 7 8 – 10 

f1(W)  0 28 56 

х1 0 1 2 

 
Таблиця 4.5 

f2(W) = max{20⋅х2 + f1(W – 3⋅х2)},  0 ≤ х2 ≤ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

3
10 ; х2 = 0, 1, 2, 3. 
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W 0 – 2 3 4 – 5 6 7 8 9 10 

f2(W) 0 20 28 40 48 56 60 68 

х2 0 1 0 2 1 0 3 2 

 
Таблиця 4.6 

f3(W) = max{13⋅х3 + f2(W – 2⋅х3)},  0 ≤ х3 ≤ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

2
10 ; х3 = 0, 1, 2, 3, 4, 5. 

W 0 – 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

f3(W) 0 13 20 28 33 41 48 56 61 69 

х3 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 

 
Таблиця 4.7 

f4(W) = max{6⋅х4 + f3(W – 1⋅х4)},  0 ≤ х4 ≤ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

1
10 ; х4 = 0, 1, 2, …, 10. 

W 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

f4(W) 0 6 13 20 28 34 41 48 56 62 69 

х4 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 
 

Таким чином, максимальна вартість вантажу f4(10) дорівнює 69 грошовим одиницям, при 
цьому предмети IV-го типу завантажувати не варто, оскільки f4(10) = 69 досягається при х4 = 0 
(табл. 4.4 – 4.7). 

Предмети інших типів розподіляються так: 
х3 = 1, оскільки f3(10) = 69 досягається при х3 = 1 (табл. 4.6), отже, вага цього предмету 

дорівнює двом одиницям вантажу, тому інші предмети можна завантажити у межах рівних 8 
(10 – 2) одиниць вантажу; 

f2(8) = 56 досягається при х2 = 0 (табл. 4.5), отже предмети II-го типу не варто брати; 
f1(8) = 56 досягається при х1 = 2 (табл. 4.4), звідки випливає, що предметів І-го типу треба 

взяти два. 
Найкращій варіант завантаження транспортного засобу досягається при значеннях х1 = 2, 

х2 = 0, х3 = 1, х4 = 0 (треба взяти два предмети І-го типу і один предмет ІІІ-го типу). 
 

4.3 Математична теорія ігор 
 

Теорія ігор досліджує оптимальні стратегії в ситуаціях ігрового характеру. До них 
відносяться ситуації, що пов’язані з вибором найвигідніших виробничих рішень в системі 
наукових та господарських експериментів, з організацією статистичного контролю, 
господарських стосунків між підприємствами. Формалізуючи конфліктні ситуації математично, 
можна представити їх як гру двох, трьох і т. д. гравців, кожен з яких переслідує мету 
максимізації своєї вигоди, свого виграшу за рахунок іншого. 

Розв’язування подібних задач потребує визначеності у формулюванні їх умов: встановлення 
кількості гравців та правил гри, виявлення можливих стратегій гравців, можливих виграшів 
(від’ємний виграш розуміється як програш). Важливим елементом в умові задач є стратегія, 
тобто сукупність правил, які залежно від ситуації в грі визначають однозначний вибір даного 
гравця. Кількість стратегій кожного гравця може бути скінченою і нескінченою, отже ігри 
поділяються на скінчені і нескінчені. При дослідженні скінченої гри задається матриця 
виграшів, а в нескінченій – функція виграшу. Для розв’язування задач застосовуються 
алгебраїчні методи, засновані на розв’язуванні системі лінійних рівнянь і нерівностей, 
ітераційні методи, а також зведення задачі до деякої системи диференційних рівнянь. 
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На промислових підприємствах теорія ігор використовується для вибору оптимальних 
рішень, наприклад при створенні раціональних запасів сировини, матеріалів, напівфабрикатів, у 
питаннях якості продукції та інших економічних ситуаціях. У першому випадку протистоять 
дві тенденції: збільшення запасів, в тому числі й страхових (тих що гарантують безперебійну 
роботу виробництва); скорочення запасів, що забезпечує мінімізацію витрат на їх зберігання; у 
другому – прагнення випуску більшої кількості продукції, що веде до зменшення трудових 
витрат; до підвищення якості, що часто супроводжується зменшенням кількості виробів та, як 
наслідок, збільшенням трудових витрат і т. п. 

У сільському господарстві теорія ігор може використовуватись при розв’язуванні 
економічних задач, я яких антагоністичною силою виступає природа, і коли ймовірність 
настання тих чи інших подій багатоваріантна чи невідома. 

Природні умови нерідко впливають і на ефективність роботи деяких промислових 
підприємств (будівництво). 

Візьмемо за приклад швейну фабрику, що випускає дитячі сукні та костюми, збут яких 
залежить від стану погоди (підприємство реалізує свою продукцію, припустимо, через 
фірмовий магазин). 

Витрати фабрики на протязі квітня – травня на одиницю продукції складали: сукні – 8 
грошових одиниць, костюми – 27, а ціна реалізації дорівнює, відповідно, 16 та 48. За даними 
спостережень за останній час, фабрика може реалізувати на протязі цих місяців в умовах теплої 
погоди 600 костюмів і 1975 суконь, а при прохолодній погоді – 625 суконь та 1000 костюмів. 

Задача полягає у максимізації середньої величини доходу від реалізації випущеної 
продукції, враховуючи капризи природи. Фабрика має в цих випадках такі дві стратегії: в 
розрахунку на теплу погоду (стратегія А); у розрахунку на холодну погоду (стратегія В). 

Якщо підприємство прийме стратегію А, тобто продукція, яка відповідає теплій погоді 
(стратегія природи – С), буде повністю реалізована, тоді доход фабрики в цій ситуації 
складатиме: 

600⋅(48 – 27) + 1975⋅(16 – 8) = 28400. 
Якщо продаж відбувається в умовах прохолодної погоди (стратегія природи – D), то 

костюми будуть продані повністю, а сукні тільки у кількості 625 шт. Прибуток фабрики в 
даному випадку складатиме: 

600⋅(48 – 27) + 625⋅(16 – 8) – (1975 – 625)⋅8 = 6800. 
Аналогічно визначимо прибуток підприємства у випадку застосування стратегії В. Для умов 

теплої погоди доход фабрики визначиться сумою: 
600⋅(48 – 27) + 625⋅(16 – 8) – (100 – 600)⋅27 = 6800. 

Застосування тієї ж стратегії, але за умов прохолодної погоди приведе до наступних 
результатів: 

1000⋅(48 – 27) + 625⋅(16 – 8) = 26000. 
Розглядаючи підприємство (Р1) і природу (Р2) в якості двох гравців, отримаємо так звану 

платіжну матрицю наступного вигляду (табл. 4.8). 
Таблиця 4.8 

Гравці Р2 (природа) 

Стратегії Стратегія С Стратегія D 
min 

по рядках 

Стратегія А 28400 6800 6800 

Стратегія В 6800 26000 6800 

Р1 

(підприємство) 

max 

по стовпцях 
28400 26000  

 
Із платіжної матриці видно, що гравець Р1 ніколи не отримає доходу менше за 6800. Але 

якщо погодні умови співпадуть з обраною стратегією, то виграш підприємства буде складати 
26000 або 28400. Якщо гравець Р1 буде постійно застосовувати стратегію А, а гравець Р2 –
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 стратегію D, то виграш зменшиться до 6800. Теж саме відбуватиметься, якщо гравець Р1 буде 
постійно застосовувати стратегію В, а гравець Р2 – стратегію С. Звідси висновок, що 
найбільший доход підприємство забезпечить собі, якщо буде почергово використовувати 
стратегію А та В. Така стратегія називається змішаною, а її елементи (А і В) – чистими 
стратегіями. 

Оптимізація змішаної стратегії дозволить гравцю Р1 завжди отримувати середнє значення 
виграшу незалежно від стратегії гравця Р2. Для ілюстрації цього продовжимо розпочатий 
приклад. 

Позначимо частоту застосування гравцем Р1 стратегії А через х, тоді частота застосування 
ним стратегії В буде становити (1 – х). 

Якщо гравець Р1 застосовує оптимальну змішану стратегію, то і за стратегії С (тепла 
погода), і за стратегії D (холодна погода) гравця Р2 він повинен отримати однаковий середній 
прибуток: 

28400х + 6800(1 – х) = 6800х + 26000(1 – х); 
28400х – 6800х – 6800х + 26000х = 26000 – 6800; 

40800х = 19200; 

х = 
40800
19200 ;  х = 

17
8 ;  1 – х = 

17
9 . 

Дійсно, при стратегії С гравця Р2 середній доход підприємства складатиме: 

28400⋅
17
8  + 6800⋅

17
9  = 

17
1 ⋅(227200 + 61200) = 

17
1 ⋅288400 ≈ 16965; 

при стратегії D гравця Р2 середній прибуток підприємства складатиме: 

6800⋅
17
8  + 26000⋅

17
9  = 

17
1 ⋅(54400 + 23400) = 

17
1 ⋅288400 ≈ 16965. 

Отже, гравець Р1, застосовуючи чисті стратегії А та В у відношенні 8:9, буде мати 
оптимальну змішану стратегію, що забезпечує йому в будь-якому випадку середній доход у 
розмірі 16965, тобто, середній платіж, який дорівнює 16965 одиницям. 

Середній платіж, який отримується при реалізації оптимальної стратегії, називається ціною 
гри. 

На завершення визначимо, яку кількість суконь та костюмів підприємство повинно 

випускати для максимізації свого прибутку: (600 костюмів + 1975 суконь)⋅
17
8  + 

(1000 костюмів + 625 суконь)⋅
17
9  = 

17
1 ⋅(4800 костюмів + 15800 суконь + 9000 костюмів + 

5625 суконь) = 
17
1 ⋅(13800 костюмів + 21425 суконь) = 812 костюмів + 1260 суконь). 

Отже, оптимальна стратегія підприємства означає випуск 812 костюмів і 1260 суконь; тоді 
при довільній погоді воно отримає середній прибуток у розмірі 16965. 

 

4.4 Матричні методи аналізу 
 

Матричні методи аналізу, котрі засновані на лінійній та векторно-матричній алгебрі, 
застосовуються для вивчення складних та великорозмірних структур як на галузевому рівні, так 
і на рівні підприємств і об’єднань. 

Використання матричних методів продемонструємо таким прикладом. 
Два підрозділи підприємства випускають продукцію двох видів: перший підрозділ –

 продукцію І-го виду, другий підрозділ – продукцію ІІ-го виду. Частина випущеної продукції 
йде на внутрішнє споживання, решта є кінцевим продуктом. Необхідно з’ясувати розподіл між 
підрозділами продукції, що йде на внутрішнє споживання (xij), і загальні (валові) обсяги 
продукції, що випускається (xj), якщо задано параметри прямих витрат (А) і кінцевого продукту 
(yj). 
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Елементи матриці прямих витрат А є коефіцієнтами прямих витрат продукції і-го виду на 
виробництво одиниці продукції j-го виду. В нашому прикладі ці коефіцієнти будуть такими: 

А = 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

5
1

4
1

10
1

5
1

. 

Елементи вектора-стовпчика y визначають величину кінцевого продукту, який йде на 
зовнішню реалізацію: 

y = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
190
130

. 

Для визначення валового (загального) випуску продукції І-го та ІІ-го видів скористаємося 
такою формулою: 

х = (Е – А) – 1y, 
де Е – одинична матриця; (Е – А) – 1 – матриця повних витрат. 

Е – А = 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

5
4

4
1

10
1

5
4

;   (Е – А) – 1 = 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

123
160

123
50

123
20

123
160

; 

х = 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

123
160

123
50

123
20

123
160

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
190
130

 = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
300
200

. 

Таким чином, валовий випуск продукції І-го виду складає 200, а ІІ-го виду – 300. 
Розподіл продукції між підрозділами на внутрішнє споживання визначається формулою: 

xij = аijxj; 

x11 = 
5
1 ⋅200 = 40;   x12 = 

10
1 ⋅300 = 30; 

x21 = 
4
1 ⋅200 = 50;   x12 = 

5
1 ⋅300 = 60. 

 

4.5 Теорія нечітких множин 
 

Математична теорія нечітких множин, що була створена у 60-ті роки минулого століття для 
розв’язання вузької утилітарної задачі розпізнавання образів, на сьогодні знайшла своє 
використання у найрізноманітніших областях наукової і господарської діяльності. 

В основі даної теорії лежать поняття нечіткої множини та функції приналежності. 
Нехай Е – деяка множина (злічена або ні), а х – елемент Е. Тоді нечітка підмножина A~  

множини Е визначається як множина впорядкованих пар {(x, )(~ x
A

µ ), ∀ x ∈ Е}, де )(~ x
A

µ  –
 характеристична функція приналежності, що приймає своїх значень у цілком впорядкованій 
множині М, і вказує на міру приналежності елемента х підмножині A~ . Множина М називається 
множиною приналежностей. 

Застосування теорії нечітких множин в економіці проілюструємо на прикладі обчислення 
перспективного асортименту оптового підприємства в одному товарному профілі за фіксованої 
торгівельної зони. Під перспективним асортиментом у даному випадку будемо розуміти набір 
товарів, які заздалегідь матимуть попит серед споживачів – у даному випадку роздрібних 
торгівельних підприємств, що входять в район ефективної комерційної діяльності оптової 
організації. Знаходження перспективного асортименту гарантує оптовій організації формування 
асортиментного ядра, яке буде реалізоване на ринку з мінімальним ризиком, а також допомагає 
відбити загальні тенденції споживчого ринку, на якому організація оптової торгівлі здійснює 
свою комерційну діяльність. 
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Успішне розв’язання задачі знаходження перспективного асортименту дозволяє прийняти 
рішення про укладення угоди при аналізі комерційної пропозиції, що надходить. 

Дано: 
Х = {x1, x2, …, xn} – множина товарів, яка є на складі оптового торгівельного підприємства, або 
висувається як комерційна пропозиція; 
Y = {y1, y2, …, ym} – множина ознак товарів; 
Z = {z1, z2, …, zp} – множина роздрібних торгівельних підприємств, які розглядається, –
 споживачів оптової організації. 

Варто визначити перспективний асортимент організації оптової торгівлі, тобто набір xj для 
задоволення припустимих запитів із Z. 

Модель будується за таких припущень: 
1) на ринку діють постачальники і споживачі – відповідно оптова та роздрібні торгівельні 

організації; 
2) комерційні запити від роздрібних торгівельних організацій z1, z2, …, zp розглядаються і в 

міру можливості задовольняються незалежно від часу їх надходження; 
3) угоди між оптовою та роздрібними торгівельними організаціями мають різний порядок, 

який визначається ваговою функцією роздрібних організацій за допомогою експертної 
оцінки за підсумком попередньої комерційної діяльності; 

4) товари x1, x2, …, xn характеризуються m ознаками; 
5) міра приналежності ознак y1, y2, …, ym товарам варіюється поміж окремими товарами 

x1, x2, …, xn; 
6) одному товару надається більша перевага перед іншим кожного разу, коли його ознаки yj 

за ступенем важливості є більш близькими до оцінки споживача zk. 
Нехай ξR: X×Y → [0, 1] – функція приналежності нечіткого бінарного відношення R, що 

визначається за допомогою експерта. 
Відношення R представляється у вигляді матриці: R = ( ) mn

jiijr ,

1, =
, в якій елементи кожного рядка 

виражають відносні ступені приналежності ознак певним товарам. 
Нехай ψS: Y×Z → [0, 1] – функція приналежності нечіткого бінарного відношення S. Для всіх 

y ∈ Y та усіх z ∈ Z ψS(y, z) дорівнює мірі сумісності роздрібного торгівельного підприємства z з 
ознакою y. 

Відношення S представляється у вигляді матриці: S = ( ) pm

kjjks ,

1, =
, в якій елементи кожного 

рядка відбиває відносні міри важливості ознак yj при прийнятті підприємством zk рішення про 
закупку партії деякого товару у даного оптовика. 

З матриць R та S отримуємо матрицю Т = ( ) pn
kiikt ,

1, = , елементи якої визначаються функцією 
приналежності: 

∑

∑

=

== m

j
ij

m

j
jkij

ik

r

sr
t

1

1 ,   ni ,1= , pk ,1= . 

Сума ∑
=

m

j
ijr

1
 дорівнює мірі нечіткої підмножини, що вказує кількість найважливіших ознак 

товарів yj, яка притаманна товару xі з точки зору підприємства роздрібної торгівлі. 
Далі будується матриця W = ( )iqw . У неї в кожному і-му рядку послідовно заноситься 

значення мінімуму в попарному порівнянні елементів і-го рядка матриці Т: кожного з кожним 
наступним. 

Поріг розділення асортименту l вибирається з умови: 
l = }{maxmin iqiq

w . 

Після цього визначається поріг прийняття рішень d: 
d = }:max{ ltt ikik < . 

Тепер можна для довільного zk визначити рівневі множини: 
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Мk = {xі: tik ≥ d},   pk ,1= . 
Нехай ω(zk) – вагова функція, що для кожного роздрібного торгівельного підприємства задає 

його вагу за підсумками попередньої комерційної діяльності. Тоді асортимент підприємства 
оптової торгівлі описується об’єднанням рівневих множин: 

М = Υ
p

k
kk Mz

1
)(

=
ω . 

Обчислення перспективного асортименту дозволяє оптовому торгівельному підприємству 
визначити: 

• як оптимізувати товарний асортимент (які товари обов’язково треба мати на складі при 
збереженні структури споживання, що склалася); 

• як змінити асортиментну концепцію при заданій зміні зони обслуговування, тобто яких 
стратегічних заходів вжити у випадку виходу окремих роздрібних організацій з кола 
споживачів; 

• як оптимізувати зону обслуговування (в нашому випадку це район ефективної 
комерційної діяльності) при виключенні з асортименту тих товарів, ознаки яких не 
задовольняють оптову організацію, або включенні тих товарів, ознаки яких її 
влаштовують. 

Покажемо спрощений числовий приклад. 
Нехай оптова організація має на складі шість споживчих товарів {x1, x2, …, x6} і здійснює 

поставки трьом споживачам {z1, z2, z3}. 
За ознаки товарів для прикладу візьмемо такі: 

y1 – ціна,  y2 – якість,  y3 – зовнішній вигляд, 
y4 – сезонність,  y5 – ступінь життєвого циклу товару. 

Нехай бінарні відношення ξR та ψS задаються такими матрицями: 

R = 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

5,0115,05,0
001,04,03,0
2,01,09,03,05,0
7,013,05,05,0
7,01,018,08,0
2,015,08,01

,   S = 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

5,001
5,010

13,01
05,01
05,01

, 

а значення вагової функції дорівнює 
ω(z1) = 30, ω(z2) = 20, ω(z3) = 15. 

Обчислюємо матрицю Т: 

Т = 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

5,0514,0714,0
125,0475,01
525,034,095,0
234,053,0667,0
41,0348,097,0

314,0586,0714,0

. 

Уважний читач вже попередньо може зробити припущення, що товар x6, як випливає з 
останнього рядка матриці Т, напевне, буде закуплений усіма трьома споживачами. 

Відповідним попарним порівнянням отримуємо матрицю W: 

W = 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

5,05,0514,0
125,0125,0475,0
34,0525,034,0
234,0234,053,0
348,041,0348,0
314,0314,0586,0

. 

На цьому етапі обчислень враховується конкуренція між споживачами z1, z2 та z3. 
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Далі знаходимо максимальні елементи в кожному із стовпчиків матриці W: 
{0,576, 0,525, 0,5}. Мінімальна за цих величин дорівнює 0,5. Це і є поріг поділу асортименту l. 
Далі в матриці Т вибираємо поріг прийняття рішень d – найбільше можливе значення, яке було 
б меншим за l. Отримуємо d = 0,475. Тепер формуємо рівневі множини: 

М1 = {x1, x2, x3, x4, x5, x6}. 
М2 = {x1, x3, x5, x6}. 
М3 = {x4, x6}. 

Великий попит на товар x6 не є випадковим: це дійсно товар з блискучими 
характеристиками: він має невисоку ціну за середньої якості, чудово виглядає, відповідає 
сезону і є відомим роздрібному покупцеві. 

Скориставшись значенням вагової функції, отримуємо значення асортименту: 
М = {50x1, 30x2, 50x3, 45x4, 50x5, 105x6}. 

Результатами цієї задачі можна легко скористатися при прийнятті рішення щодо укладання 
угоди (при аналізі комерційної пропозиції, що надійшла). 

 

4.6. Математична теорія масового обслуговування 
 

Теорія масового обслуговування вперше використовувалась у телефонії, а потім і в інших 
галузях господарської діяльності. 

Наприклад, організація нормального процесу обслуговування покупців пов’язана з 
правильним визначенням таких показників як: кількість підприємств даного торгівельного 
профілю; чисельність в них продавців (в тому числі і „механічних”); наявність відповідних 
основних фондів; частота завезення товарів; чисельність населення, яке обслуговується; 
щільність оборотності та потреба у відповідних товарах (за груповим та внутрішньогруповим 
асортиментом). Якщо припустити, що підприємство має в розпорядженні необхідні основні 
фонди, торгує бездефіцитними товарами, то і тоді в процесі обслуговування залишаються такі 
змінні величини, які можуть суттєво впливати на якість обслуговування. Отже, належить 
обрати такий оптимальний варіант організації торгівельного обслуговування населення, за 
якого тривалість обслуговування буде мінімальною, якість – високою, не буде зайвих витрат. 
Математичний апарат теорії масового обслуговування полегшує розв’язування цієї задачі. При 
цьому розрізняють дві форми обслуговування: з неявними втратами та з явними втратами. 

Проілюструємо порядок обчислення показника якості обслуговування з явними втратами. За 
приклад візьмемо найпростіший потік вимог. 

Стіл замовлень при супермаркеті оснащений чотирма телефонами. Середня кількість 
викликів протягом години складає 96, середній час, що витрачається на прийом одного 
замовлення, – 2 хв. Потрібно визначити, наскільки повно завантажені приймальники замовлень, 
яка ймовірність відмовлення в обслуговуванні. 

Ступінь завантаженості приймальників визначається за формулою 

0
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1 P

k
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n

k

k
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k
k ∑∑

==
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⎠

⎞
⎜⎜
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γ
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−
==µ . 

За умовою приклада n = 4 (4 телефони, 4 приймальника замовлень); λ = 96 (кількість 
викликів за годину); середній час, що витрачається на прийом одного замовлення, складає 2 хв, 

або 
30
1

60
2 =  одиниці часу; значення параметру γ = 1:

30
1  = 30, таким чином, 

30
96=

γ
λ  = 3,2. 

Величини ймовірностей Р0, Р1, Р2, Р3, Р4 наведені в таблиці. Значення елементів другого 
стовпчика знайдено за формулою 

( ) .
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2,3
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1

0 kkP
P kk

k =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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λ=  

Як відомо, 

∑
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=
n

k
kP

0
1 , 

звідки маємо 
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∑
=

=
n

k

k

PP
P

0 00

1   при  
151,19
1

0 =P  ≈ 0,0522. 

Перемножуючи кожне з значень 
0P

Pk  на Р0 = 0,0522, отримаємо величину Рk. Потім, 

перемножуючи значення елементів третього стовпчика на значення першого стовпчика (на 0), 
другого (на 1) і т.д. і, сумуючи їх, отримаємо математичне сподівання кількості зайнятих 
приймальників: 

∑
=

⋅=µ
4

1
1

k
kPk  = 2,4693. 

 
Величини ймовірностей 

Кількість 
приймальників 0P

Pk  Рk k⋅Рk 

0 1,0 0,0522 0 
1 3,2 0,1670 0,1670 
2 5,12 0,2673 0,5346 
3 5,462 0,2851 0,8553 
4 4,369 0,2281 0,9124 
Σ 19,151 0,9997 2,4693 

 

Таким чином, кожен приймальник замовлень буде зайнятий в середньому 0,62 робочого дня 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

4
4693,2 . 

Тепер дамо відповідь на наступне запитання: яка ймовірність відмови в обслуговуванні? 
Для цього знайдемо ймовірність того, що всі приймальники будуть зайняті в момент 

звертання чергового клієнта: 
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Розглянемо деякі приклади. 
1. В результаті спостережень за потоком  покупців на протязі 10 днів роботи магазину були 

отримані наступні дані (реєстрація кількості покупців в магазині виконувалася щогодини): 
 

Години 
День 

1 2 3 4 5 6 7 8 

1 2 4 2 3 4 3 5 2 

2 3 2 3 2 7 2 3 3 

3 1 3 4 3 4 6 4 2 

4 4 4 4 5 9 3 4 4 

5 2 1 3 7 3 6 2 3 

6 3 2 3 4 5 5 3 2 

7 4 3 4 3 8 3 4 3 

8 1 2 2 4 3 4 2 4 

9 3 4 6 3 4 2 4 2 
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10 2 2 3 5 6 4 2 5 
 

Обчислити інтенсивність λ вхідного потоку покупців з розрахунку на годину роботи 
магазину і, використовуючи критерій Пірсона з рівнем значущості α = 0,05, обґрунтувати 
припущення, що потік описується пуасонівським законом розподілу. 

Порядок розрахунків. 
Згрупувати дані за кількістю покупців k, що відвідали магазин протягом години, і 

представити їх у вигляді таблиці: 
 

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

f 3 19 23 21 6 4 2 1 1 
 

Обчислити інтенсивність потоку λ: 

80
279

9

1

9

1 ===λ
∑

∑

=

=

i
i

i
ii

f

fk
k  = 3,49. 

Знайти теоретичні частоти за формулою 
λ−⋅λ⋅= e

k
Nf

i

k
T

i

i

!
, 

де ∑
=

=
9

1i
ifN  = 80. 

 

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

fT 8,53 14,9 17,3 15,1 10,5 6,11 3,05 1,33 0,51 
 

Обчислити спостережуване значення критерію Пірсона за формулою 
( )

∑
=

−=χ
9

1

2
2

i
T

i

T
ii

спост f
ff  = 12,51. 

За заданим рівнем значущості α = 0,05 і кількістю степенів свободи ν = (n – 2), де n –
 кількість груп у ряду (в нашому випадку n = 9), за таблицею значень критичних точок χ2-
розподілу визначається 2

крχ (α; ν): 2
крχ (0,05; 7) = 14,1. 

Виконується порівняння, якщо 22
крспост χ<χ , то можна вважати, що вхідний потік покупців 

описується пуасонівським законом розподілу з інтенсивністю λ (в нашому прикладі вказана 
умова виконується: 12,51 ,< 14,1). 

2. Дані про тривалість обслуговування покупців у відділі взуття універмагу наведено в 
таблиці. 

 

Номер інтервалу Інтервал часу обслуговування ∆t (хв) Частота f 

1 0-5 17 

2 5-10 20 

3 10-15 19 

4 15-20 11 

5 20-25 9 
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6 25-30 6 

7 30-35 3 

8 35-40 1 
 

Визначити середню тривалість tобс та інтенсивність µ обслуговування покупців і, 
використовуючи критерій Пірсона з рівнем значущості α = 0,05, обґрунтувати припущення, що 
час обслуговування підпорядкований показниковому закону розподілу. 

Порядок розрахунків. 
Обчислити для кожного інтервалу ∆tі його середину за формулою 

.8,1,
2

1 =+= − ittt ii
i  

 

Номер 
інтервалу 1 2 3 4 5 6 7 8 

tсер 2,5 7,5 12,5 17,5 22,5 27,5 32,5 37,5 
 

Обчислити середню тривалість tобс та інтенсивність обслуговування µ: 

86
1125

8

1

8

1 ==
∑

∑

=

=

i
i

i
ii

обс

f

ft
t  = 13,08;   

08,13
11 ==µ

обсt
 = 0,08. 

Знайти теоретичні частоти за формулою 
( )ii ttT

i eeNf µ−µ− −⋅= −1 , 

де ∑
=

==
8

1
86

i
ifN . 

 

Номер 
інтервалу 1 2 3 4 5 6 7 8 

fT 27 19 13 9 6 4 3 2 
 

За даними спостережень обчислити значення критерію Пірсона за формулою 
( )

∑
=

−=χ
8

1

2

2

i
T

i

T
ii

спост f
ff  = 10,7. 

За заданим рівнем значущості α = 0,05 і кількістю степенів свободи ν = (n – 2), де n –
 кількість груп у ряду (в нашому випадку n = 8), за таблицею критичних точок χ2-розподілу 
визначається 2

крχ (α; ν): 2
крχ (0,05; 6) = 12,59. 

Якщо 22
крспост χ<χ , то можна вважати, що тривалість обслуговування покупців 

підпорядкована показниковому закону розподілу з  інтенсивністю µ (у нашому прикладі ця 
умова виконується: 10,7 < 12,59). 
 

Аналіз функціонування СМО. Розглянемо найбільш загальний випадок СМО, коли n-
канальна система працює в режимі з очікуванням обслуговування і з обмеженням на довжину 
черги (в черзі не може бути більш ніж m вимог) . Припустимо, що вхідний потік вимог 
описується пуасонівським законом розподілу з інтенсивністю λ, а тривалість обслуговування 
вимог має показниковий закон розподілу з інтенсивністю µ. 

Розрахуємо показники роботи СМО в стаціонарному режимі. 
Ймовірність того, що в системі відсутні вимоги, Р0 розраховується за формулою 
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де ρ = 
µ
λ . 

Величину ρ називають зведеною щільністю потоку вимог або інтенсивністю 
навантаження; ρ – це середня кількість вимог, що припадає на середню тривалість 
обслуговування однієї вимоги. 

Ймовірність того, що в системі знаходяться k вимог, Рk обчислюється за формулою 
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Відношення 
n
ρ  визначається через X і називається рівнем завантаження системи. Рівень 

завантаження системи повинен бути менше 1, інакше черга буде необмежено зростати, тобто 
система не буде справлятися з обслуговуванням. Умова X < 1 є умовою стаціонарності СМО. 

Використовуючи ці формули, можна визначити основні характеристики ефективності 
функціонування СМО, необхідні для аналізу її роботи: 

1) ймовірність відсутності вимог в системі відповідає ймовірності Р0; 

2) ймовірність відмови Рвідм = Рn + m = 0!
P

nn m

mn

⋅ρ +

, тобто вимога отримає відмову, якщо в 

системі знаходиться n + m вимог; 
3) ймовірність обслуговування вимоги, або відносна пропускна спроможність системи 
Робс = 1 – Рвідм; 
4) абсолютна пропускна спроможність системи, або кількість фактично обслужених вимог 
за одиницю часу А = λ⋅Робс; 
5) середня кількість зайнятих каналів z  обчислюється наступним чином: оскільки А –
 інтенсивність потоку заявок, які вже обслужені, а кожний зайнятий канал в одиницю часу 

обслуговує в середньому µ заявок, то обсPAz ⋅ρ=
µ

= ; 
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6) коефіцієнт зайнятості (використання) каналів обсз PX
n
zK ⋅== ; 

7) коефіцієнт простою каналів Кпр = 1 – Кз = 1 – 
n
z  = 1 – Х⋅Робс; 

8) середня кількість каналів, що простоюють znN −= ; 
9) середня кількість вимог у черзі 
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10) середня кількість вимог, що пов’язані з системою, rzK += ; 

11) середня тривалість очікування вимог в черзі очt . Черга створюється, якщо всі n каналів 

зайняті. Оскільки інтенсивність обслуговування µ, то потік вивільнень каналів має 

інтенсивність nµ. Якщо заявка надійде в момент, коли зайняті всі n каналів і черги немає, то 

тривалість очікування становитиме в середньому 
µn
1 , а якщо заявка застане одну вимогу в 

черзі, то 
µn
2  і т. д. Тоді середня тривалість очікування вимоги в черзі становитиме 
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12) середня тривалість обслуговування вимоги в системі µ
= обс

обс
Pt

; 

13) середня тривалість перебування вимог у системі обсочсист ttt += . Параметри r , очt , K , 

систt  пов’язані співвідношеннями очtr λ= , систtK λ=  які називаються формулами Літтла. 

14) Утворення черги можливе, коли вимога, яка щойно надійшла, застане у системі не 

менше n вимог, тобто коли в системі буде знаходитись n, n + 1, n + 2, ..., n + m – 1 вимог. Ці 

події незалежні, тому ймовірність того, що всі канали зайняті, дорівнює сумі ймовірностей 

121 ,...,,, −+++ mnnnn PPPP . 

Отже, ймовірність утворення черги 
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Розглянемо окремі  випадки моделей СМО. 
Вище було розглянуто найбільш загальний випадок СМО, в якому припускалося створення 

черги при наявності обмеження на її довжину. 
Якщо m = 0, то отримаємо перший  випадок моделі СМО – систему з відмовами. СМО з 

відмовами широко розповсюджені в торгівлі. Прикладом такої моделі є робота стола замовлень 
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за телефоном. Основні формули для цієї моделі отримуємо при підстановці у наведені вище 
формули m = 0. Усі наведені вище показники, що мають зміст для даної моделі СМО, можна 
використовувати для аналізу її функціонування. 

У випадку, коли m → ∞, отримаємо модель СМО з очікуванням без обмежень на довжину 
черги.  Очевидно, що для СМО з необмеженим очікуванням в черзі ймовірність обслуговування 
Робс = 1, а ймовірність Рвідм = 0. 

Визначення критеріїв якості функціонування СМО. 
Очевидно, що для повнішого аналізу СМО необхідно вибрати критерій  ефективності роботи 

СМО. У найпростішому випадку в якості критерію для систем з відмовами можна вимагати, 
щоб ймовірність відмови Рвідм не перевищувала наперед заданої величини. Наприклад, вимога 
Рвідм < 0,1 означає, що не менше ніж у 90 % випадків система повинна справлятися з 
обслуговуванням потоку вимог при заданій інтенсивності λ. Можна обмежити середню 
тривалість перебування вимоги в черзі чи системі. В якості параметра, що підлягає визначенню, 
може виступати або число каналів n при заданій інтенсивності обслуговування µ, або 
інтенсивність µ при заданому числі каналів, або найкращий варіант з n1, n2, ..., nr каналів з 
інтенсивностями µ1, µ2, ..., µr. 

Однак необхідно враховувати не тільки втрати, які пов’язані з відмовами або з виникненням 
черг, але й втрати, що обумовлені витратами від простою каналів в очікуванні обслуговування, 
а також видатками експлуатації системи. Тому узагальнений критерій якості роботи СМО 
можна записати наступним чином: 

,)( minkCPCznCzCC систвідмвідмпрекс →+λ+−+=  
де ексC  – видатки, що пов’язані з експлуатацією системи; прC  – видатки, що пов’язані з 

простоєм каналів обслуговування; відмC  та систC  – відповідно видатки, що пов’язані з відходом 
вимог без обслуговування та з перебуванням у системі. 
 

 


